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СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ ЧИСЛА АТОМОВ, ЗАРЯДА И ЭНЕРГИИ  
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1 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Теоретическое описание ионного распыления метал-

ла в виде многоатомных систем (кластеров) различного электрического заряда 
до недавнего времени представляло объект теоретических дискуссий. Извест-
ная каскадная теория распыления Зигмунда в состоянии объяснить распыле-
ние лишь в виде одиночных атомов, иные теоретические подходы, к сожале-
нию, не объясняли большинство результатов ионного распыления в виде кла-
стеров, а численные расчеты методами молекулярной динамики являлись 
сложными ввиду многочастичного характера явления. Целью данной работы 
является дальнейшее развитие теории упругого ионного распыления поверх-
ности твердого тела в виде многоатомных частиц и, в частности, расчет сред-
них значений их основных характеристик: числа атомов, заряда и энергии. 

Материалы и методы. Модельное представление при описании рассмат-
риваемого явления основано на простых принципах квантовой механики и 
статистической физики, при расчете средних значений основных характери-
стик многоатомных продуктов распыления был использован статистический 
подход на основе полученных вероятностей распыления и энергетического 
распределения распыленных кластеров.  

Результаты. Получены выражения для численного расчета средних значе-
ний числа атомов и заряда кластеров в зависимости от температуры поверхно-
сти металла, получено точное аналитическое выражение для среднего значе-
ния энергии распыленных кластеров. В качестве примера рассчитаны средние 
значения числа атомов, заряда и энергии для распыленных кластеров ниобия, 
тантала, серебра и железа, проведено сравнение полученных результатов  
с имеющимися экспериментальными данными.  

Выводы. Согласие результатов с экспериментом еще раз подтвердило пра-
вильность предложенного нами теоретического подхода к описанию эмиссии 
многоатомных частиц в процессе ионного распыления металла. Помимо фун-
даментальной и теоретической значимости, полученные результаты могут 
быть использованы для сравнения с новыми экспериментальными данными. 

Ключевые слова: ионное распыление, твердое тело, кластеры, среднее 
число атомов, средний заряд, средняя энергия. 
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MEAN NUMBER OF ATOMS, CHARGE AND ENERGY  
OF CLUSTERS UNDER ION SPUTTERING OF A METAL 
 
Abstract.  
Background. A theoretical description of metal ion sputtering in the form of pol-

yatomic systems (clusters) of various electric charges has until recently been the 
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subject of theoretical discussions. Zygmund's well-known cascade theory of sputter-
ing is able to explain sputtering only in the form of single atoms, other theoretical 
approaches, unfortunately, did not explain most of the results of ion sputtering in the 
form of clusters, and numerical calculations using molecular dynamics methods 
were complex due to the many-particle nature of the phenomenon. The purpose of 
this work is the further development of the theory of elastic ion sputtering of a solid 
surface in the form of polyatomic particles and, in particular, the calculation of the av-
erage values of their main characteristics: the number of atoms, charge and energy. 

Materials and methods. The model representation in describing the phenomenon 
under consideration is based on simple principles of quantum mechanics and statis-
tical physics, while calculating the mean values of the main characteristics of polya-
tomic sputtering products, a statistical approach was used based on the obtained 
sputtering probabilities and the energy distribution of the sputtered clusters. 

Results. Expressions for the numerical calculation mean values of atoms’ num-
ber and cluster charge depending on the metal surface temperature are obtained, an 
accurate analytical expression for the mean energy of the sputtered clusters is ob-
tained. As an example, the mean values of atoms’ number, charge and energy for the 
sputtered clusters of niobium, tantalum, silver and iron were calculated, and the ob-
tained results were compared with the available experimental data. 

Conclusions. A good agreement of the obtained results with the experiment once 
again confirmed the correctness of the theoretical approach developed by us to the 
description of the ion sputtering of a metal in the form of clusters. In addition to 
fundamental and theoretical significance, the results can be used for comparison 
with new experimental data. 

Keywords: ion sputtering, solid, clusters, mean number of atoms, mean charge, 
mean energy. 

Введение 

Ионное распыление металла в виде одиночных и незаряженных атомов 
представляет собой уже хорошо изученное явление и с экспериментальной, и 
с теоретической точек зрения. Например, наиболее развитая аналитическая 
теория распыления Зигмунда путем каскадов атомных столкновений [1] или 
компьютерное моделирование методом Монте-Карло [2] объясняют многие 
результаты ионного распыления в виде атомов, чего, однако, нельзя сказать 
про теоретическое описание процесса распыления поверхности металла в ви-
де систем, состоящих из нескольких атомов, – кластеров. Именно эмиссия 
кластеров с поверхности твердых тел уже долгое время представляет объект 
интереса прежде всего многих экспериментальных исследований [3–12], так 
как теоретическое описание или же численные расчеты методами молекуляр-
ной динамики являются крайне сложными ввиду многочастичного характера 
явления, причем трудность в описании возрастает еще больше, когда требу-
ется учесть зарядовый состав или температурную зависимость продуктов 
распыления. Ранее нами была предложена модель ионного распыления по-
верхности металла в виде кластеров с любым электрическим зарядом в так 
называемом упругом режиме [13, 14], т.е. когда энергия от налетающего иона 
(может достигать до нескольких десятков кэВ) в ходе упругих столкновений 
за довольно короткое время передается атомам металла с последующим ее 
перераспределением. В данной модели в аналитическом виде получены веро-
ятности распыления, энергетические и зарядовые распределения кластеров, 
неплохо согласующиеся с экспериментом. 



№ 2 (50), 2019                                                 Физико-математические науки. Физика 

Physics and mathematics sciences. Astronomy 89

Помимо масс- и энергетических спектров, непосредственно наблюдае-
мых на эксперименте, одними из количественных характеристик многоатом-
ных продуктов распыления поверхности твердого тела являются средние по-
казатели числа атомов, заряда, а также энергии таких многоатомных систем. 
В данной работе на основе рассчитанных вероятностей распыления и энерге-
тического распределения распыленных кластеров получены формулы для 
расчета средних значений числа атомов в кластерах, среднего заряда и сред-
ней энергии кластеров, эмитированных с поверхности металла в ходе упруго-
го режима распыления. 

1. Описание модели 

Рассмотрим твердое тело, атомы которого совершают колебательное 
движение с собственной частотой ω  в потенциальной яме глубины Δ . Пред-
положим, что ион налетает на поверхность твердого тела с такой скоростью, 
что за время 2t << π ω  он инициирует большое количество ионно-атомных и 
атом-атомных столкновений, вследствие чего за довольно короткое время  
i-й атом твердого тела приобретает импульс iq


, центр масс совокупности 

возбужденных атомов – соответственно импульс 
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ние атомов по импульсам при таких столкновениях, то в дальнейшем будем 
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где 
iqdΩ   – телесные углы импульсов iq


. В формуле (1) для дальнейших вы-

числений также использовано интегральное представление дельта-функции. 
Как это было сделано ранее при построении теории в [13, 14], в дальнейшем 
будем считать, что все атомы в кластере имеют одинаковые по модулю им-
пульсы i qq =

. Тогда искомая плотность вероятности (1) после интегрирова-

ния [14] будет иметь вид 
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Введем обозначение NU  для энергии связи рассматриваемого кластера 
с металлом. Очевидно, что она является зависящей как от величины поверх-
ностной площади их соприкосновения, так и от изрытости поверхности, и 
может быть представлена в виде 

  2 3
NU N h= δ ,  (3) 

где h – степень погруженности кластера в металле относительно его геомет-
рического размера; δ  – энергия связи кластера, приходящаяся на один атом 
при 1h =  (кластер полностью погружен в металл). 

Для получения энергетического распределения ( )Nf E  эмитирован-

ных с поверхности металла кластеров сделаем следующие преобразования 

для элемента импульсного пространства 3d p


: 

 ( )3 2 2p N pd p p dpd mN mN E U dEd= Ω = + Ω 
,  (4) 

где E – неотрицательная энергия, которой обладает N-атомный кластер после 
преодоления энергии NU . Так как плотность вероятности для импульса цен-
тра масс кластера согласно (2) не зависит от направления вектора этого им-
пульса, то элемент телесного угла pdΩ   в (4) можно сразу заменить на посто-

янное значение 2π , считая, что кластер распыляется с поверхности металла  
в окружающее полупространство.  

В результате из (2) с учетом (4) и взаимосвязи ( ) ( )3
N Nf d p dp f E E=

 

получим плотность вероятности для энергии N-атомного кластера в виде 
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Для того чтобы найти вероятность Nw  распыления N -атомного кла-
стера с поверхности металла, необходимо проинтегрировать полученную 
плотность ( )Nf E  по всем возможным неотрицательным значениям энергии 

кластера. В результате точного интегрирования будем иметь 
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где ( ) 1, t

x

x x e dt
+∞

ν− −Γ ν =   представляет собой неполную Γ -функцию [15]. 

Так как поверхность металла должен покинуть стабильный кластер, 
или, иначе говоря, атомам, входящим в состав кластера, не должно хватать 
энергии на разрыв связи с ним, то мы должны полученную выше вероятность 

Nw  умножить на вероятность остаться всем N атомам внутри N-атомного 

кластера. Такая вероятность была найдена нами в ходе квантово-механичес-
ких расчетов в [14] и может быть записана в виде 
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Тогда получаем вероятность NW  распыления стабильного N-атомного 
кластера с поверхности металла в следующем виде: 
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с учетом вероятности (7) энергетическое распределение кластеров (5) в свою 
очередь примет следующий вид: 
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Считая процесс образования электрического заряда у распыленного 
кластера флуктуационным, ранее в [13] авторы получили вероятностное рас-
пределение кластеров по их зарядам Q  в следующем виде: 
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=  ; среднее значение квадрата флуктуаций 

заряда ( )2
NQΔ  относительно его равновесного значения 0Q  имеет вид [13]: 
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В формулах (10) и (11) заряд определен в единицах заряда электрона; 
Θ  – абсолютная температура поверхности металла; V  – характерный  
кластерный объем; Δμ  – разница между Ферми-энергиями в металле и в кла-
стере. 

Согласно (10) вероятность Q
NW  распыления стабильного N-атомного 

кластера зарядом Q будет иметь вид 
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энергетическое распределение заряженных кластеров в свою очередь примет 
следующий вид: 
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Получив в явном виде аналитические выражения для вероятностей рас-
пыления N-атомных заряженных кластеров (12), а также для их энергетиче-
ского распределения (13), можно далее определить средние значения основ-
ных характеристик таких кластеров при ионном распылении металла.  

2. Среднее число атомов в кластерах 

Сначала определим среднее число QN  атомов в кластере зарядом Q, 
распыленного с поверхности металла, согласно следующей формуле: 

 1

1

Q
N

Q N

Q
N

N

NW

N

W

=

=

=



  (14) 

(точнее говоря, в качестве QN  необходимо брать целую часть числового зна-
чения выражения, стоящего в этой формуле справа). В силу непростой зави-
симости выражения (12) от N, к сожалению, невозможно получить в аналити-
ческом виде выражение для среднего числа атомов в кластере, поэтому нами 
был проведен численный анализ как зависимости (12), так и численный рас-

чет среднего числа QN  в зависимости от заряда кластера и температуры 
поверхности металла. Прежде всего отметим, что анализ зависимости вероят-
ности (12) для разных заряженных кластеров (ниобия, тантала, железа, сереб-
ра) при различных температурах ( Θ = 300–2273 K) показал, что вероятност-
ное распределение кластеров по числу атомов в них имеет колоколообразный 
вид, другими словами, очень близко к нормальному распределению. В связи  

с этим можно считать, что среднее число QN , определенное по формуле (14), 
совпадает с наиболее вероятным числом атомов в кластере при всех других 
одинаковых условиях. Такой вывод позволяет в дальнейшем сравнивать ре-
зультаты численных расчетов с экспериментом, в частности, с имеющимися 
пиками в масс-спектрах распыленных кластеров разного зарядового состоя-
ния. В табл. 1 в качестве примера приведены результаты численных расчетов 

среднего числа атомов QN  в кластерах ниобия, тантала, серебра и железа при 
трех разных температурах металла, имеющих заряды 0, 1, 2, 3, 4Q = ± ± ± ±  в 

единицах заряда электрона (распыленные кластеры с зарядами 2Q >  не 

исследуются в экспериментах, поэтому соответствующая часть рассчитанных 
значений имеет теоретический интерес). Выбраны те значения температур, 
которые используются в различных экспериментах для данных кластеров и 
не превышают температуры плавления металла. При расчетах здесь и далее 
были использованы следующие значения варьируемых параметров теории: 

270Nbq =  a.u., 420Taq =  a.u., 100Agq =  a.u., 210Feq =  a.u., 1h = , 0Δμ = . 

Из табл. 1, во-первых, следует, что если рассматривать состав лишь 
нейтральных кластеров, то при любой температуре металла вероятнее всего 
это будут одиночные атомы. Именно это и наблюдается во всех эксперимен-
тах: главными продуктами распыления металла являются одиночные 
нейтральные атомы [3, 5, 6]. Во-вторых, с увеличением заряда кластера сред-
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нее или наиболее вероятное число атомов в нем также растет, при этом с уве-
личением температуры металла рост этого числа становится заметно медлен-
нее. Действительно, в экспериментах именно крупные кластеры преимуще-
ственно имеют ненулевой заряд, причем в кластерах большего заряда, как 
правило, наблюдается и большее число атомов [7–9]. С увеличением темпе-
ратуры поверхности металла повышается вероятность ионизации распылен-
ных кластеров фиксированного размера, что также наблюдается в ряде экспе-
риментов [7, 10], вследствие чего кластеры одного и того же заряда при 
большей температуре в среднем будут иметь меньшее количество атомов  
в своем составе.  

 
Таблица 1 

Рассчитанные средние значения QN  числа атомов  
в кластерах ниобия, тантала, серебра и железа  

с разным зарядовым составом Q и при разных температурах Θ  

QN  1 300KΘ =  2 700KΘ =  3 2273KΘ =  

Q  Nb  Ta  Ag  Fe  Nb  Ta  Ag  Fe  Nb  Ta  

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1±  5 6 5 6 3 4 3 4 2 2 
2±  11 12 12 13 7 8 7 8 4 4 
3±  17 18 19 20 11 12 11 13 6 6 
4±  23 24 26 27 15 16 16 17 8 8 

3. Средний заряд кластеров 

Теперь определим средний заряд NQ  N-атомных кластеров, покидаю-

щих поверхность металла при ионном распылении, как целую часть следую-
щего выражения: 

  
0, 1,...

0, 1,...
0, 1,...

( )

Q
N

Q
NN Q

QN
Q

Q W

Q Q P Q
W

= ±

= ±
= ±

⋅

= = ⋅



  (15) 

(при выводе были использованы формулы (10) и (12)). В силу нормального 
распределения (10) для зарядов кластеров очевидно, что средний заряд также 
совпадает с наиболее вероятным его значением и чаще встречается в опыте. 
При этом, так как в нашем случае используется нормальное распределение 
для дискретных значений заряда, NQ  немногим меньше равновесного заряда 

0Q , определенного в (11). Численный анализ значений среднего заряда NQ  

показал, что лишь с ростом температуры поверхности металла он приближа-
ется к точному значению равновесного заряда 0Q . Последний согласно (11) 

обусловлен разницей Δμ  между Ферми-уровнями в металле и в кластере,  

что в целом для некоторых металлов приводит к асимметричности в 
распределении положительно и отрицательно заряженных кластеров [7, 10], 
откуда теперь, в частности, возникает возможность полуэмпирической 
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оценки величины Δμ . Кроме этого, численные расчеты показали, что при 

0Δμ = , независимо от температуры и числа атомов, большинство кластеров 

при распылении покидают металл в нейтральном состоянии ( 0NQ = ), что 

также подтверждается экспериментальными данными [5, 7, 8]. 

4. Средняя энергия кластеров 

Наконец, определим среднюю энергию Q
NE  N-атомных кластеров заря-

дом Q при ионном распылении, используя следующую формулу: 

  0 0 0

0

( ) ( ) ( )

( )

Q Q
NN N

Q
N Q

NQ N
N

E f E dE E f E dE E f E dE

E
WW

f E dE

+∞ +∞ +∞

+∞

⋅ ⋅ ⋅

= = =
  


.  (16) 

При выводе формулы (16) были использованы полученные выше связи 
между соответствующими величинами. Также следует заметить, что в (16) 
исчезла зависимость средней энергии от заряда кластера, как и должно быть, 
так как в нашей модели формирование заряда не участвует в распределении 
кластеров по их кинетическим энергиям. 

Теперь подставим выражения (8) и (9) в (16) и получим 

  

3( )
1 2

3/2
0

33 6 3
, ,

2 24

NE U
N

N N
U

E E E U e dE

++∞ −− ε = Γ ⋅ + ε ε    (17) 

где для удобства введено обозначение 2 2q mε = . Интеграл в (17) можно вы-

числить точным образом, в результате получим окончательное выражение 
для средней энергии N-атомного кластера в виде 

  ( )
3

1 2
63 33

, Erfc
2 2 2 2 2

NU
NN N

NN
UU U

e UE
−− ε

 ε π    = Γ + ε −    ε ε    
,  (18) 

где Erfc( )x  – дополнительная функция ошибок [15]. 
В табл. 2 для сравнения с экспериментальными данными приведены 

рассчитанные по формуле (18) соответствующие средние значения энергии 

NE  кластеров ниобия, тантала и железа с различным числом атомов N. Зна-

чения exp
NE  были получены на основе энергетических спектров соответству-

ющих кластеров из имеющихся экспериментов [6, 11, 12]. Несмотря на то, 
что опыты проводились разными исследователями и на различных экспери-
ментальных установках (например, в случае кластеров тантала) и при не-
больших значениях N, можно заключить, что теоретически полученные ре-
зультаты для средних энергий кластеров неплохо согласуются с эксперимен-
тами. Заметим, что ранее долгое время никакие теоретические модели [3, 4] 
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не были в состоянии объяснить такие сравнительно большие средние кинети-
ческие энергии распыленных кластеров.  

 
Таблица 2 

Рассчитанные средние значения энергии NE  кластеров ниобия,  

тантала и железа в сравнении с экспериментальными значениями exp
NE  

  
Nb Ta  Fe  

4N =  7N =  4N =  7N =  7N =  9N =  

NE , эВ 4,22 4,14 5,29 5,17 4,29 4,25 

exp
NE , эВ 4,56* 4,12* 4,47** 4,85* 3,78*** 3,69*** 

Примечание. * эксперимент [6], ** эксперимент [11]; *** эксперимент [12]. 

Заключение 

В работе были получены выражения для расчета средних значений ос-
новных характеристик распыленных кластеров: числа атомов в них, их заряда 
и энергии. Было показано, что наиболее вероятными продуктами распыления 
являются одиночные незаряженные атомы, при этом с увеличением заряда 
среднее число атомов в кластерах также увеличивается, а с повышением тем-
пературы поверхности металла, наоборот, уменьшается. Кроме этого, зави-
симость от температуры была обнаружена и для среднего заряда кластеров.  
В качестве примера были рассчитаны средние значения числа атомов, заряда 
и энергии для распыленных кластеров ниобия, тантала, железа и серебра; не-
плохое согласие результатов с имеющимися экспериментальными данными  
в вновь подтвердило правильность предложенного нами теоретического под-
хода к описанию эмиссии многоатомных частиц в процессе ионного распы-
ления металла. 
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